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Versuch einer Theorie der g-Strahlen. IY).
Von E.Fermi in Rom.
Mit 3 Abbildungen. (Eingegangen am 16. Januar 1934.)

Eine quantitative Theorie des p-Zerfalls wird vorgeschlagen, in welcher man

die Existenz des Neutrinos annimmt, und die Emission der Elektronen und

Neutrinos aus einem Kern beim f-Zerfall mit einer dhnlichen Methode behandelt,

wie die Emission eines Lichtquants aus einem angeregten Atom in der Strah-

lungstheorie. Formeln fiir die Lebensdauer und fiir die Form des emittierten

kontinuierlichen f-Strahlenspektrums werden abgeleitet und mit der Erfahrung
verglichen.

1. Grundannehmen der Theorie.

Bei dem Versuch, eine Theorie der Kernelektronen sowie der 8-Emission
aufzubauen, begegnet man bekanntlich zwei Schwierigkeiten. Die erste
ist durch das kentinuierliche S-Strahlenspektrum bedingt. Falls der Er-
haltungssatz der Energie giiltig bleiben soll, mufl man annehmen, daB ein
Bruchteil der beim f-Zerfall frei werdenden Energie unseren bisherigen
Beobachtungsmoglichkeiten entgeht. Nach dem Vorschlag von W. Pauli
kann man z. B. annehmen, daB beim §-Zerfall nicht nur ein Elektron,
sondern auch ein neues Teilchen, das sogenannte ,,Neutrino® (Masse von
der GroBenordnung oder kleiner als die Elektronenmasse; keine elektrische
Ladung) emittiert wird. In der vorliegenden Theorie werden wir die Hypo-
these des Neutrinos zugrunde legen.

Eine weitere Schwierigkeit fiir die Theorie der Kernelektronen besteht
darin, dafl die jetzigen relativistischen Theorien der leichten Teilchen
(Elektronen oder Neutrinos) nicht imstande sind, in einwandfreier Weise
zu erkldren, wie solche Teilehen in Bahnen von Kerndimensionen gebunden
werden konnen.

Es scheint deswegen zweckmafiger, mit Heisenberg?) anzunehmen,
dafl ein Kern nur aus schweren Teilchen, Protonen und Neutronen, be-
steht. Um trotzdem die Moglichkeit der §-Emission zu verstehen, wollen
wir versuchen, eine Theorie der Emission leichter Teilchen aus einem Kern
in Analogie zur Theorie der Emission eines Lichtquants aus einem an-
geregten Atom beim gewohnlichen Strahlungsprozef aufzubauen. In der
Strahlungstheorie ist die totale Anzahl der Lichtquanten keine Konstante:
Lichtquanten entstehen, wenn sie von einem Atom emittiert werden,
und verschwinden, wenn sie absorbiert werden. In Analogie hierzu wollen
wir der §-Strahlentheorie folgende Annahmen zugrunde legen:

1) Vgl. die vorlautige Mitteilung: La Ricerca Scientifica 2, Heft 12, 1933. —
%) W.Heisenberg, ZS. f. Phys. 77, 1, 1932.
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a) Die totale Anzahl der Elektronen, sowie der Neutrinos, ist nicht
notwendigerweise konstant. Elektronen {(oder Neutrinos) konnen ent-
stehen und verschwinden. Diese Moglichkeit hat jedoch keine Analogie
zum Entstehen oder Verschwinden eines Paares aus einem Elektron und
einem Positron; falls man das Positron als Diracsches ,,.Loch* inter-
pretiert, kann man in der Tat diesen letzten ProzeB einfach als einen Quanten-
sprung eines Elektrons zwischen einem Zustand mit negativer Energie und
einem Zustand mit positiver Energie mit Erhaltung der totalen (unendlich
groBen) Anzahl der Elektronen auffassen.

b) Die schweren Teilchen, Neutronen und Protonen, kdénnen wie bei
Heisenberg als zwei innere Quantenzustinde des schweren Teilchens
betrachtet werden. Wir formulieren dies durch die Einfithrung einer inneren
Koordinate ¢ des schweren Teilchens, welche nur zwei Werte annehmen
kann: g = 1, falls das Teilchen ein Neutron ist; p = — 1, falls das Teilchen
ein Proton ist.

¢) Die Hamilton-Funktion des aus schweren und leichten Teilchen
bestehenden Systems muB so gewdhlt werden, da8 jedem Ubergang von
Neutron zu Proton das Entstehen eines Elektrons und eines Neutrinos
zugeordnet ist. Dem umgekehrten Prozel, Verwandlung eines Protons in
ein Neutron, soll dagegen das Verschwinden eines Elektrons und eines
Neutrinos zugeordnet sein. Man bemerke, dafl hierdurch die Erhaltung
der Ladung gesichert ist.

2. Die in der Theorie aufiretenden Operatoren.

Ein mathematischer Formalismus der Theorie in Einklang mit diesen
drei Forderungen kann am leichtesten mit Hilfe der Dirac-Jordan-
Kleinschen Methode?) der ,,zweiten Quantelung” aufgebaut werden. Wir
werden also die Wahrscheinlichkeitsamplituden 4 und ¢ der Elektronen
und der Neutrinos sowie die komplex konjugierten GroBen * und ¢*
als Operatoren auffassen; fiir die Beschreibung der schweren Teilchen
werden wir dagegen die fibliche Darstellung im Konfigurationsraum be-
nutzen, wobei natirlich auch g als Koordinate mitgeziahlt werden mub.

Wir fithren zuerst zwei Operatoren @ und Q* ein, welche auf die Funk-
tionen der zweiwertigen Variablen o als die linearen Substitutionen

01 00
. *=
ool’Q |1o

1) Vgl.z. B. P. Jordanu. O.Klein, Z8.{. Phys. 45, 751, 1927; W. Heisen-
berg, Ann. d. Phys. 10, 888, 1931.

Q =

(1)
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wirken. Man sieht ohne weiteres, daB @ einem Ubergang von Proton zu
Neutron entspricht und @* einem Ubergang von Neutron zu Proton.

Die Bedeutung der als Operatoren aufgefaBten Wahrscheinlichkeits-
aniplituden y und ¢ ist bekanntlich die folgende: Sei

P1Wo v Pouoo

ein System individueller Quantenzustinde fir die Elektronen. Man setze
weiter

Y = E'Psaa; W* = 2"/’:0’:- (2)
) )

Die Amplituden a, und dié komplex konjugierten GréBen a; sind
Operatoren, welche auf die Funktionen der Besetzungszahlen N,, N,, . .,
N,,... der individuellen Quantenzustinde wirken. Im Falle des Pauli-
Prinzips ist jedes der N, nur der beiden Werte 0 und 1 fihig. Die Ope-
ratoren @, und a; sind dann folgendermaBen definiert:

a, (N, N,...N,..)=(-1)MrH Vet 411 NYP(N,N,..1-N,...)
a; ¥ (N, N,.. -Na‘--):(_1)N1+N2+'“+N3'—1N3 Y(N,N,...1-N,...)

Der Operator a; entspricht der Erzeugung und der Operator a, dem
Verschwinden eines Elektrons im Quantenzustand s.
Entsprechend zu (2) setze man fiir die Neutrinos

P = > @by gF = > gEbl (4)

Die komplex-konjugierten GroBen b, und ¥ sind Operatoren, die
auf die Funktionen der Besetzungszahlen M,, M,,...,M,, ... der indi-
viduellen Quantenzustinde @, @s,..., @,,... der Neutrinos wirken.
Nimmt man an, dal auch fiir die Neutrinos das Pauli-Prinzip gilt, so sind

die Zahlen M nur der beiden Werte 0 und 1 fahig. Es ist ferner:
b @ (M, M,... M,..)=(-1)" "t o1 (1D (M M,..1-M,,... s
bIP (M, M,... M,..)=(-1)" bttty & (M M,...1- M,...)

Die Operatoren b, und b} entsprechen dem Verschwinden bzw. dem
Entstehen eines Neutrinos im Quantenzustand o.

3. Aufstellung der Hamilton-Funkiion.

Die Energie des gesamten, aus schweren und leichten Teilchen be-
stehenden, Systems ist die Summe der Energien H,, .. der schweren

Teilchen -+ H, ;.. der leichten Teilchen 4 der Wechselwirkungsenergie H
zwischen schweren und leichten Teilchen.
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Dasg erste Glied schreiben wir, indem wir vorliufig nur ein einziges
schweres Teilechen betrachten, in der Form

1 1—
Hschwer = -'2_ 2 N + ) e P, ('6)

wo N und P die Energicoperatoren des Neutrons bzw. des Protons dar-
stellen. Fir 9 = 1 (Neutron) reduziert sich in der Tat (6) auf N; fir
@ = —1 (Proton) reduziert sich (6) auf P.

Die Energie H, . der leichten Teilchen nimmt die einfachste Form
an, wenn man als Quantenzustinde w9, ... 9s... und @, ¢,... ¢, ..
stationire Zustinde fir die Elektronen bzw. die Neutrinos nimmt.
Fir die Elektronen soll man dabei etwa die stationiren Zustinde im
Coulomb-Feld des Kerns, unter Beriicksichtigung der Elektronenabschir- .
mung, wihlen. Piir die Neutrinos kann man einfach ebene de Broglie-
Wellen annehmen, da wohl die auf die Neutrinos wirkenden Krifte keine
wesentliche Rolle spielen. Seien HyH,...H;... und K, K,... K_...
die Energien der stationdren Zustinde der Elektronen und der Neutrinos;
dann haben wir:

Hleicht = E Hs Ns + 2 Ko Mo'- (7)
§ 2

Es bleibt nur noch die Wechselwirkungsenergie zu schreiben. Diese
besteht erstens aus der Coulomb-Energie zwischen Proton und Elektronen;
bei sehweren Kernen spielt jedoch die Anziehung durch ein einziges Proton
nur eine untergeordnete Rolle!) und trigt in keinem Falle zum ProzeB
des B-Zerfalls bei. Wir wollen also dies Glied der Einfachheit halber nicht
beriicksichtigen. Wir miissen hingegen zur Hamilton-Funktion ein Glied
addieren, das die Bedingung ¢) von Ziffer 1 erfillt.

Ein Glied, das notwendigerweise die Verwandlung eines Protons in
ein Neutron mit dem Verschwinden eines Elektrons und eines Neutrinos
koppelt, hat nun nach Ziffer 2 die Form

Qa,b,. 8)
Der komplex konjugierte Operator
Q* a3 b3 (8)

koppelt dagegen die umgekebrten Prozesse (Verwandlung eines Neutrons
in ein Proton und Entstehen eines Elektrons und eines Neutrinos).

Ein Wechselwirkungsglied, das die Bedingung ¢) erfillt, kann also in
der folgenden Form geschrieben werden:

H = Q 2 csaa’sbu + Q*E c:aa: b:: (9)
80 80

1y Die Coulombsche Wirkung der zahlreichen iibrigen Protonen muB
natiirlich als statisches Feld in Betracht gezogen werden.
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wo ¢,, und ¢;, GroBen darstellen, die von den Koordinaten, Impulsen usw.
des schweren Teilchens abhiingen konnen.

Zur naheren Bestimmung von H ist man auf Finfachheitskriterien
angewiesen. Fine wesentliche Einschrinkung in der Freiheit der Wahl
von H ist durch die Erbaltung des Impulses sowie durch die Bedingung
gesetzt, dall bei einer Drehung oder einer Translation der Raumkoordi-
naten (9) invariant bleiben muf.

Sehen wir zunidchst von den Relativititskorrektionen und der Spin-
wirkung ab, so ist wohl die eintachst mogliche Wahl von (9) die folgende:

H=g{Qy ) ¢ (@ +Q*y* (2) ¢* ()}, (10)

wo g eine Konstante mit den Dimensionen L5} T-2 darstellt; = repra-
gentiert die Koordinaten des schweren Teilchens; v, ¢, ¢*, ¢* sind durch
(2) und (4) gegeben und sind an dem Orte z, y, z des schweren Teilchens
zu nehmen.

(10) stellt keineswegs die einzig mogliche Wahl von H dar. Jeder
skalare Ausdruck, wie etwa

L (p) y (x) M (p) ¢ () N (p) + kompl. konjug.,

wo L (p), M (p), N (p) passende Funktionen des Impulses des schweren
Teilchens darstellen, wiirde ebengsogut moglich sein. Da jedoch die Folge-
rungen aus (10) bisher mit der Erfahrung in Einklang zu sein scheinen,
ist es wohl besser, sich vorlaufig auf die einfachste Wahl zu beschrinken.

Wesentlich ist es jedoch, den Ausdruck (10) derart zu verallgemeinern,
daB man mindestens die leichten Teilchen relativistisch behandeln kann.
Auch bei dieser Verallgemeinerung ist natiirlich eine gewisse Willkiir nicht
auszuschlieBen. Die einfachste Losung des Problems dirfte die folgende sein:

Relativistisch treten an Stelle von ¢ und ¢ je vier Diraesche Funk-
tionen v, v, Y3, und @, @, @5 .. Wir betrachten nun die 16 unabhingigen
bilinearen Kombinationen aus vy 9,yw;9, und ¢, @,pz¢,. DBei einer
Lorentz-Transformation der Koordinaten erfahren diese 16 C.r6fen eine
lineare Transformation, eine Darstellung der Ordnung 16 der Lorentz-
Gruppe. Diese Darstellung spaltet sich in verschiedene einfachere Dar-
stellungen; im besonderen transformieren sich die vier bilinearen Kombi-
nationen:

Ay =— 9195 + Y91 + Y3Pa— Y1 Ps» l
Ay = Y195— Yo Ps— Y391 + VaPas

Ay = 19195 + 1904 — 19391 — 1Py Pg,
A3 =— 19— P2 @3+ Y392 + Va1

(11)
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wie die Komponenten eines polaren Vierervektors, also wie die Kompo-
nenten des elektromagnetischen Viererpotentials. Es liegt nun nahe, die
GroBen

9@Q4; +Q*4})
in der Hamilton-Funktion des schweren Teilchens in einer Stellung auf-
zunehmen, die der Stellung der Komponenten des Viererpotentials ent-
spricht.

Hier begegnen wir einer Schwierigkeit, welche davon herrithrt, dafl
die relativistische Wellengleichung fiir die schweren Teilchen unbekannt
ist. Falls die Geschwindigkeit des schweren Teilchens klein gegeniiber ¢
ist, kann man sich jedoch auf den zu eV (V = skalares Potential) analogen
Term beschrinken und schreiben:

H=gR@Q(—wnotvnotvo—ve
+ @ (— 9T oi + viol + vigl —yiehl (12)
Zu diesem Glied sollen noch andere Glieder von der GrdBenordnung v/c
addiert werden. Da 'die Geschwindigkeiten der Neutronen und Protonen
in den Kernen gewdhnlich klein gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit sind,
wollen wir diese Glieder vorliufig vernachlidssigen (vgl. hierzu Ziffer 9).
(12) kann in symbolischer Schreibweise folgendermaflen abgekiirzt
werden:
H=yg[Qy*dp + pig"], (13)
wo p und g als vertikale Matrixspalten zu schreiben sind; das Zeichen ~
verwandelt eine Matrix in die konjugiert transponierte; und es ist

0—1 0 0
1 0 0 0
6 = 0 0 o0 1 (14)
0 0—1 0
Mit diesen Bezeichnungen bekommt man durch Vergleich mit (9)
oo = 9YP: 0@si o = 9.0 g, (15)

wo 4, und ¢, die normierten vierkomponentigen Eigenfunktionen der Zu-
stinde s (des Elektrons) und o (des Neutrinos) darstellen. 4 und @ sind
in (15) an der Stelle des schweren Teilchens, also als Funktionen von z, ¥, 2,
zu nehmen.

4. Die Stirungsmatriz.

Die Theorie des g-Zerfalls kann mit Hilfe der aufgestellten Hamilton-
Funktion in voller Analogie zur Strahlungstheorie durchgefiihrt werden.
In dieser letzteren besteht die Hamilton-Funktion bekanntlich aus der
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Summe: Energie des Atoms - Energie des reinen Strahlungsfeldes 1 Kopp-
lungsenergie. Dies letzte Glied wird als Storung der beiden anderen auf-
gefafft. In Analogie hierzu werden wir in imnserem Falle die Summe

Hschwer + Hleicht ( 1 6)

als ungestdrte Hamilton-Funktion betrachten; hinzu kommt die durch das
Kopplungsglied (18) dargestellte Stérung.

Die Quantenzustinde des ungestorten Systems kdnnen folgendermaBen
numeriert werden:

(0 m NyNy. . Ny...M;M,...M,...), (17)

wo die erste Zahl ¢ einen der beiden Werte +1 annimmt und angibt, ob
das schwere Teilchen ein Neutron oder ein Proton ist. Die zweite Zahl n
numeriert den Quantenzustand des. Neutrons oder des Protons. Fiir g = 1
(Neutron) sei die entsprechende Eigenfunktion

thy, (2), (18)
wo % die Koordinaten des schweren Teilchens, bis auf g, darstellt. Fiur
0 = —1 (Proton) sei die Eigenfunktion

0, (). (19)

Die tibrigen Zahlen NyN,...Ny... M M,...M,... sind nur der beiden
Werte 0 und 1 fihig und geben an, ob der betreffende Zustand des Elek-
trons oder des Neutrinos besetzt ist.

Falt man nun die allgemeine Form (9) der Storungsenergie ins Auge,
so sieht man, daB sie von Null verschiedene Elemente nur fiir soleche Uber-
génge hat, bei denen entweder das schwere Teilchen von einem Neutron
in einen Protonenzustand iibergeht und zugleich ein Elektron und ein
Neutrino entstehen, oder umgekehrt.

Mit Hilfe von (1), (8), (5), (9), (18), (19) findet man ohne weiteres
das betretfende Matrixelement

1nN Ny . Op... My My ... 0p...

H—nl ;L 1\31 N, .s..ls . .1. 11;1 M, g lg oon i.‘.v’tlc:ﬂundr: (20)

wo die Integration itber den Konfigurationsraum des schweren Teilchens
(bis auf die Koordinate g) erstreckt werden muB. Das 4-Zeichen bedeutet

genauer
(___ 1)N1+Nz tered Ny gt My + Mo+t My

und wird iibrigens aus den folgenden Rechnungen herausfallen. Dem ent-
gegengesetzten Ubergang entspricht ein komplex konjugiertes Matrix-
element.
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Fithrt man fir ¢f, den Wert (15) ein, so erhalt man
17n 0,0 i ~
H—lrle:la = ig_‘.vfn%nills5<p?§d'c, 21)
wo der Kiirze wegen im ersten Glied alle gleichbleibenden Indizes fort-
gelassen worden sind.

5. Theorte des B-Zerfalls.

Ein B-Zerfall besteht in einem ProzeB, bei welchem ein Kernneutron
sich in ein Proton verwandelt und gleichzeitig mit dem geschilderten Me-
chanismus ein Elektron, das als §-Strahl beobachtet wird und ein Neu-
frino emittiert werden. Um die Wahrscheinlichkeit dieses Prozesses zu
berechnen, wollen wir annehmen, daB zur Zeit ¢ = 0 ein Neutron in einem
Kernzustand mit Eigenfunktion u, () vorhanden ist und N, = M, =0,
d. h. der Elektronenzustand s und der Neutrinozustand ¢ leer sind. Dann
ist fir £ = 0 die Wahrscheinlichkeitsamplitude des Zustands (1, n, 0, 0,)

A nogo, = 1 (22)

und die des Zustandes (— 1, m, 1,1}, wo das Neutron in ein Proton mit
der Eigenfunktion v,, (z) unter Emission eines Elektrons und eines Neu-
trinos itbergegangen ist, gleich Null.
Mit Anwendung der gewthnlichen Stoérungsformeln hat man nun fir
eine Zeit, die kurz genug ist, damit (22) noch angenahert giiltig ist:
27wV L 1n0g04 2—;’1(—W+1{3+K0)t

d—lmlslu = T Ty Timig, ’ (23)

wo W die Energiedifferenz des Neutronen- und des Protonenzustandes
darstellt.

Aus (28) erhilt man (da fiur t =0, a_, migly = 0)
27d
1nogo, € B WL B KDt

8-imi,1, = —H_1m11, W+ H+K (24)

Die Wahrscheinlichkeit des betrachteten Ubergangs ist also zur Zeit ¢

sin* 2L (W 4 H, + K,)
1n0g05 (2 h ¢ 7

—1lmilgly

|a—1m181,, |2 = 4|H (25)

(—W + H, + K,)*

Um die Lebensdauer des Neutronenzustands u, zu berechnen, hat man
den Ausdruck (25) aber alle freien Elektronen- und Neutrinozustinde zu
summieren.
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Eine wesentliche Vereinfachung in der Ausfithrung der Summe erhélt
man durch die Bemerkung, da die de Broglie-Wellenlinge fiir Elektronen
und Neutrinos mit Energien von einigen Millionen Volt wesentlich groBer
ist als die Kerndimensionen. In .erster Niherung kann man salso die

Rigenfunktionen ¢, und @, innerhalb des Kerns als Konstante betrachten.
(21) wird dann:

He e = 4 gPdgl [ vhu,ds, (26)
wobei hier und im folgenden o, und @, an der Stelle des Xerns zu nehmen

sind (vgl. Ziffer 8). Aus (26) hat man

F1" % %
—1migl,

2=g“‘“v,",‘,u,,dr‘2iﬁ36¢3535%- 27)

Die Zustinde ¢ des Neutrinos sind durch ihren Impuls p, und die
Spinrichtung bestimmt. Falls wir zu Normierungszwecken in einem Vo-
lumen £ quantisieren, dessen Dimensionen wir nachher ins Unendliche
wachsen lassen werden, so sind die normierten Neutrinoeigenfunktionen
ebene Dirac-Wellen, mit der Dichte 1/02. Eine einfache Algebra erlaubt
dann in (27) den Mittelwert iber alle Richtungen von p, und alle Spin-
richtungen des Neutrinos zu nehmen. (Zu betrachten sind dabei nur die
positiven Eigenwerte; die negativen sind mit einem der Diracschen Locher-
theorie analogen Kunstgriff zu béseitigen.) Man findet:

j‘v,’:; u, dv

4
" =10

—1imig 1,

2(% Py — %60—2 TN %>, (28)

wo u die Ruhemasse des Neutrinos und 8 die Diracsche Matrix

10 0 0
01 0 0

P=lo0-1 o (29)
00 0-1

darstellt. Beachtet man nun:
dafB die Anzahl der Neutrinozustinde positiver Energie mit Impuls

zwischen p, und p, 4 dp, Sth? p2dp, ist;
0K,
0 po
darstellt;

daB (25) ein scharfes Maximum in der Nihe des Wertes von p, hat,
fiir den die Variation der ungestdrten Energie verschwindet, d. h.

_Wv+Hs+Kg=07 (30)

daB = v,, Wo v, die Geschwindigkeit des Neutrinos im Zustand ¢
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5o kann man die Summe von (25) iiber ¢ in bekannter Weise!) ausfithren,
und man findet:

8 3 2

7;—49 j. vy u,dr

wo p, hier den Wert des Neutrinoimpulses bedeutet, fir den (30) giiltig ist.

292/ & _
;- 2 (G p— - 0B ) (31)

Vo

6. Bestimmungsstiicke der Ubergangswahrscheinlichkeit.

(81) gibt die Wahrscheinlichkeit dafiir an, da8 wihrend der Zeit ¢
ein B-Zerfall mit Ubergang des Elektrons in den Zustand s stattfindet.
Wie es sein soll, ist diese Wahrscheinlichkeit proportional der Zeit ¢ (¢ ist
als klein in bezug auf die Lebensdauer angenommen worden); der Koeffi-
zient von ¢ gibt die Ubergangswahrscheinlichkeit fiir den geschilderten
Prozef an. Sie ist:

8 x® g*
T
Man bemerke:

a) Fir die freien Neutrinozustinde ist immer K > pc®. Damit (30)
befriedigt werden kann, ist also notwendig, daf

H o< W—ud (88)
Dem =-Zeichen entspricht die obere Grenze des kontinuierlichen §-Strahl-
gpektrums.

b) Da fir die freien Elektronenzustinde H, > me? ist, bekommt man
die folgende, fiir die Moglichkeit des S-Zerfalls notwendige Bedingung

W= (m+ ) & (34)
Ein besetzter Neutronenzustand n im Kerne mufl also hoch genug iiber
einem unbesetzten Protonenzustand m liegen, damit der f-Prozef vor sich
gehen kann.

¢) Nach (82) hingt P, von den Eigenfunktionen u,, v,, des schweren
Teilchens im Kerne durch das Matrixelement

ann = j'v"/knundr (35)
ab. Dies Matrixelement spielt in der §-Strahltheorie eine &hnliche Rolle
wie das Matrixelement des elektrischen Moments eines Atoms in der Strah-
lungstheorie. Das Matrixelement (85) hat normalerweise die GrdBen-
ordnung 1; durch besondere Symmetrieeigenschaften von u, und v,, kann

es jedoch oft vorkommen, daf Q) , verschwindet. In solchen Fillen sprechen

2p2 ¢
P, = p ('V’s"/’s"‘%"l’sﬂ"]’s)- (32)

Vo

jv;u,,dr

1) Fiir die genaue Beschreibung der Methode, solche Summen auszufithren.
vgl. irgendeinen Aufsatz iiber Strahlungstheorie; etwa: E. Fermi, Rev. Mod.
Phys. 4, 87, 1932,
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wir von verbotenen B-Ubergingen. Man muB natiilich nicht erwarten, daf
die verbotenen Ubergiinge iberhaupt nicht vorkommen, da (82) nur eine
Naherungsformel ist. Wir werden in Ziffer 9 etwas tber diesen Typ von
Ubergéngen sprechen.

7. Die Masse des Neutrinos.

Durch die Ubergangswahrscheinlichkeit (32) ist die Form des konti-
nuierlichen g-Spektrums bestimmt. Wir wollen zuerst diskutieren, wie
diese Form von der Ruhemasse u des

Neutrinos abhiingt, um von einem Ver- ol
gleich mit den empirischen Kurven diese

Konstante zu bestimmen. Die Masse u Hibin
ist in dem Faktor p2/v, enthalten. Die =0

Abhéngigkeit der Form der Energie-
verteilungskurve von u ist am meisten
ausgeprigt in der Nahe des Endpunktes
der Verteilungskurve. Ist K, die Grenzenergie der f-Strahlen, so sieht
man ohne Schwierigkeit, daf die Verteilungskurve fiir Energien E in der
Nihe von E; bis auf einen von E unabhingigen Faktor sich wie

Py

,U()'

Fig. 1.

= L wt B, —B)VE,—BF +2ucB,— B ()
verhalt.

In der Fig. 1 ist das Ende der Verteilungskurve fiir ¢ = 0 und fiir einen
kleinen und einen groBen Wert von y gezeichnet. Die grofte Ahnlichkeit
mit den empirischen Kurven zeigt die theoretische Kurve fir p = 0.

Wir kommen also zu dem SechluB, daB die Ruhemasse des Neutrinos
entweder Null oder jedenfalls sehr klein in bezug auf die Masse des Elek-
trons ist?). In den folgenden Rechnungen werden wir die einfachste Hypo-
these yu = 0 einfithren. Is wird dann (80)

K —
Vo =¢; K,=p,0; p,=—" _V—£, 87)

¢ c

Die Ungleichungen (88), (84) werden jetat:
H<W;, WZ=md. (88)
Und die Ubergangswahrscheinlichkeit (82) nimmt die Form an:
8 a8 g2 2

P, = oy j Un U, AT | 95 s (W— H,) (89)

1) In einer kiirzlich erschienenen Notiz kommt F. Perrin, C. R. 197, 1625,
1933, mit qualitativen Uberlegungen zu demselben Schlu8.
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8. Lebensdauer und Form der Verteilungskurve fir ,erlaubte Uberginge.

Aus (39) kann man eine Formel ableiten, welche angibt, wieviel 8-Uber-
ginge in der Zeiteinheit stattfinden, fiir welche das f-Teilchen einen Impuls
zwischen mey und me (n + do)) erhdlt. Dazu mub man eine Formel fir
die Summe von .y, am Orte des Kerns iber alle im kontinuierlichen
Spektrum liegenden Quantenzustinde des betreffenden Intervalls ableiten.

Dabei sei bemerkt, daf die relativistischen Eigenfunktionen im Coulomb-
Feld fir die Zusténde mit § =1/, (%, und ?p, ) fiir r = 0 unendlich grof
werden. Nun gehorcht aber die Kernanziehung fir die Elektronen dem
Coulombschen Gesetz nur bis r > g, wo g hier den Kernradius bedeutet.
Eine Uberschlagsrechnung zeigt, daB, wenn man plausible Annahmen @ber
den Verlauf des elektrischen Feldes innerhalb des Kerns macht, der Wert
von .y, im Mittelpunkt einen Wert hat, der sehr nahe dem Werte liegt,
den Y,y im Falle des Coulomb-Gesetzes in der Entfernung g vom Mittel-
punkt annehmen wiirde.

Durch Heranziehung der bekannten Formeln?) fir die relativistischen
Eigenfunktionen des Kontinuums im wasserstoffihnlichen Falle findet man
also nach einer ziemlich langwierigen Rechnung

28 Vit T35\
32 :mmie® sdmmep\?S a1t . Vi+n?
2%% dn- WGP\ W g) pet2Se 1 T(1+S+w 7777 ) , (40)
wo
y =Z/187; S=11—p*—1. (41)

Die Ubergangswahrscheinlichkeit in ecinen Elektronenzustand mit
einem Impuls des Intervalls meds wird dann nach (89):

12

256 7* mbet fdmmeg\2S|{
Pn)dn = d"-"[r(3+23)]2 X < v ) \ vmundrE

r( +8+iy VH")‘(W + 3 —Vi+n'), (42)

pteseg

wo 7, den in Einheiten me gemessenen maximalen Impuls der emittierten
p-Strahlen darstellt.

Die numerische Auswertung von (42) kann man etwa fir y = 0,6,
d.h. Z = 82,2 machen, da ja die Atomnummern der radioaktiven Stoffe
nicht weit von diesem Wert liegen. Fir y = 0,6 ist nach (41) § = —0,2.
Man findet weiter, da fir # << 10 die folgende Formel angendhert gilt:

Vitn?

67
771,68’ n

(08+061Vl+77)1 45y 4+ 1678 (49)

1) R. H. Hulme, Proc. Roy. Soc. London (A) 133, 381, 1931.
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Formel (42) wird damit, wenn man ¢ = 9- 1013 getzt:

P(p)dn = 1,75-10% ¢ jvmundr (n + 0,855 12) (V14 m2—V1+97)% (44)

Die reziproke Lebensdauer erhilt man aus (44) durch Integration von
7 =0 bis 5 = 7,; man findet:

1

2
= 175107 ¢ F (o) (45)

jv,",‘,u,,dr

WO

Flg) = 2 (FT+m—1)

4 2
+o—Ty 0,355[—% T +’7° LVt +n”10g(170+1/1+770 ](46)

Fir kleine Argumente verhalt sich F' (1) wie 5?/24; fir grofere Argu-
mente sind die Werte von F in der folgenden Tabelle zusammengestellt.

Tabelle 1.
o F (10) ” Mo | F (n0) H Mo ’ F () } F (n9)
0 n8/24 H 9 { 1,2 H 4 ’ H 6 ‘ 185
1 0,03 £ 7 380

9. Die verbotenen T]bergdnge.

Bevor wir zum Vergleich mit der Erfahrung tibergehen, wollen wir
noch einige Eigenschatten der verbotenen B-Ubergiinge diskutieren.

Wie schon bemerkt, ist ein Ubergang verboten, wenn das zugehorige
Matrixelement (85) verschwindet. Falls nun die Darstellung des Kerns
mit individuellen Quantenzustinden der Neutronen und der Protonen
eine gute Naherung ist, verschwindet immer 7 , aus Symmetriegriinden,
wenn nicht

=1, (47)
wo 1 und + die Impulsmomente (in Einheiten /2 ) des Neutronenzustands u,

und des Protonenzustands »,, darstellen. Der Auswahlregel (47) entspricht,

falls die individuellen Zustinde keine gute Naherung sind, die allgemeinere

I1=r, (48)

wo I und I' die Impulsmomente des Kerns vor und nach dem B-Zerfall
bedeuten.

Die Auswahlregeln (47) und (48) sind bei weitem nicht so scharf wie

die Auswahlregeln der Optik. Es gibt hauptsichlich zwei Prozesse, wodurch
ein Durehbrechen dieser Auswahlregeln moglich ist:
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a) Formel (26) ist durch Vernachlissigung der Variationen von v,
und @, innerhalb der Kernausdehnung erhalten worden. Falls man aber
w, und @, im Bereich des Kerns nicht als Konstante betrachtet, so erhalt
man die Moglichkeit von f-Ubergingen auch in Fillen, wo @ . verschwindet.

Hs ist leicht einzuschen, daB die Intensitdt solcher Ubergiinge zur
Intensitét der erlaubten Prozesse groBenordnungsmafig im Verhéltnis (o/4)?
steht, wo A die de Broglie-Wellenléinge der leichten Teilchen dargestellt.
Man bemerke hierzu, da8, bei gleicher Energie, die kinetische Energie
der Elektronen am Orte des Kerns wegen der elektrostatischen Anziehung
erheblich groBer ist als die der Neutrinos; die grofite Wirkung rihrt also
von der Variation von g, her. Eine Abschitzung der Intensitit dieser
verbotenen Prozesse zeigt, daf sie rund 100mal schwicher sein miissen
als die nach (48) erlaubten Uberginge, fir welehe B-Teilchen der gleichen
Energie emittiert werden.

Ein Merkmal fiir verbotene Ubergéinge dieses Typs konnte man nicht
nur in der verhdltnismifBig lingeren Lebensdauer, sondern auch in der
verschiedenen Form der Energieverteilungskurve der g-Strahlen erblicken;
man findet nimlich, daf fiar diese Uberginge die Verteilungskurve fir
kleine Energien tiefer liegen muB als im normalen Falle.

b) Eine zweite Moglichkeit von nach (48) verbotenen Ubergingen
folgt aus der am Fnde von Ziffer 8 bemerkten Tatsache, daB, falls man
die Geschwindigkeit der schweren Kernbestandteile nicht gegen die Licht-
geschwindigkeit vernachléssigt, zum Wechselwirkungsglied (12) noch
weitere von der Grofenordnung v/c hinzutreten. Falls man etwa auch fiir
die schweren Teilchen eine relativistische Wellengleichung vom Diracschen
Typus annimmt, kénnte man z. B. zu (12) Terme wie

9Q (e Ay + aydy + o, Ag) + komplex konjugiert (49)

addieren, wo oga,o, die Diracschen Matrizen fir das schwere Teilchen
bedeuten und 4,, 4,, 4, die Raumkomponenten des von (11} definierten
Vierervektors sind. Das Glied (49) wiirde zu (12) in demselben Verhiltnis
stehen wie die Terme ¢V bzw. e (&, U) (V = skalares Potential; U = Vektor-
potential) zu der Diracschen Hamilton-Funktion.

Fin Wechselwirkungsglied wie (49) wiwrde natiirlich auch verbotene
Ubergéinge erméglichen, mit einer relativen Intensitit von der GroSen-
ordnung (v/e)? in bezug auf die der erlaubten Uberginge. Dies gibt also
eine zweite Moglichkeit fiir das Vorhandensein von Ubergéingen, die etwa
100mal schwicher sind als die normalen.
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10. Vergleich mit der Erfahrung.

Formel (45) gibt eine Beziehung zwischen dem maximalen Impuls
der emittierten f-Strahlen und der Lebensdauer der 8-strahlenden Substanz.
In dieser Beziehung tritt zwar noch ein unbekanntes Element auf, nimlich
das Integral

j vk u, d, (50)

fiir dessen Auswertung eine Kenntnis der Eigenfunktionen des Protons
und des Neutrons im Kern notwendig wire. Im Falle der erlaubten Uber-
gange ist jedoch (50) von der GrdéBenordnung 1. Man kann also erwarten,
dall das Produkt

TF (1) (51)

fir alle erlaubten Ubergiinge dieselbe Grofenordnung hat. Falls aber
der betreffende Ubergang verboten ist, ist die Lebensdauer rund 100mal
grofer als im normalen Falle und auch das Produkt (51) wird entsprechend
grofier.

In der Tabelle 2 sind die Produkte (51) fur die radioaktiven Elemente
zusammengestellt, fiir welche man gentigende Daten iber das konti-
nuierliche f-Spektrum hat.

Tabelle 2.

Element 7 (Stunden) fo F (10) T F (1)
U X, 0,026 5,4 115 3,0
RaB 0,64 2,04 1,34 0,9
Th B 15,3 1,37 0,176 2.7
Th ¢ 0,076 4,4 44 3,3
AcC” 0,115 3.6 17,6 2.0
Ra C 0,47 7,07 398 190
Ra E 173 3,23 10,5 1800
Th C 2,4 5.2 95 230
Ms Thy 8.8 6.13 73 640

Aus der Tabelle sind die zwei erwarteten Gruppen ohne weiteres er-

kennbar; eine solche Einteilang ist ubrigens bereits von Sargeuntl) auf
empirischem Wege festgestellt worden. Die Werte von 7, sind aus der
genannten Arbeit von Sargent genommen (zum Vergleich bemerke man,
daB: 5y = (Hp)_,./1700). Die von Sargent als nicht zuverldssig an-
gegehenen Werte von 7, passen nicht besonders gut in die Einteilung;
fir UX, hat man v = 830; %, = 0,76; F () = 0,0065; 1F (y,) = 5,4;
dies Element scheint also zur ersten Gruppe zu passen. Fiir AcB hat man

max

1) B. W. Sargent, Proc. Roy. Soc. London (A) 139, 659, 1933.
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 88. 12
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die folgenden Daten: v = 0,87; 5, == 1,24; F (g} = 0,102; TF (3, = 0,09,
also ein TF-Wert etwa zehnmal kleiner als die der ersten Gruppe. Fir
RaD hat man v = 320000; 7, = 0,38 (sehr unsicher); I (5,) = 0,00011;
1F (ny) = 85. RaD liegt also ungefihr in der Mitte zwischen den beiden
Gruppen. Ich habe keine Daten tiber die anderen S-strahlenden Flemente
MsTh,, UY, Ac, AcC, UZ, RaC"” gefunden.

Aus den Daten der Tabelle 2 kann man eine, wenn auch sehr grobe,
Abschétzung der Konstante ¢ gewinnen. Nimmt man etwa an, dall in
den Fallen wo (50) gleich Eins wird, man ©F (3} = 1 hat (d. h., in Se-
kunden, = 8600), so bekommt man aus (45):

g=+4- 10—5";(;m3 - erg.
Dieser Wert gibt natirlich nur die GréBenordnung von g¢.

Zusammenfassend kann man sagen, dafl dieser Vergleich von Theorie
und Erfahrung eine so gute Ubereinstimmung gibt, wie man nur erwarten

konnte. Die bei den als experi-

mentell unsicheren Hlementen

RaD und AcB festgestellten

Abweichungen kénnen wohl teil-

weise durch Ungenauigkeit der

s y s - + ¥y Megsungen erklirt werden, teil-

weise auch durch etwas abnorm

Vg 2 grofle aber gar nicht unplau-

sible Schwankungen des Matrixelements (50). Man hat weiter zu bemerken,

da man aus der den f§-Zerfall begleitenden y-Strahlung schlieBen kann,

daB die meisten §-Zerfille zu verschiedenen Endzustinden des Protons

fihren kénnen, wodurch wieder Schwankungen in dem TF (1,)- Wert
erklart werden konnen.

Wir wenden uns jetzt zur Frage nach der Form der Geschwindigkeits-
verteilungskurve der emittierten f-Strahlen. Far den Fall der erlaubten
Ubergiinge ist die Verteilungskurve als Funktion von % (d.h. bis auf den
Faktor 1700, von Hp) durch (44) gegeben. Verteilungskurven fir ver-
schiedene Werte von 7, sind in der Fig. 2 zusammengestellt, wobei fiir die
Bequemlichkeit der Zeichnung die Ordinateneinheit in den verschiedenen
Fillen passend gewahlt worden ist. Diese Kurven zeigen eine befriedigende
Ahnlichkeit etwa zu den von Sargent?) zusammengestellten Verteilungs-
kurven. Nur in dem Teil der Kurve kleiner Energie liegen die Kurven
von Sargent etwas tiefer als die theoretischen. Dies ist deutlicher in der

1) B. W. Sargent, Proc. Cambridge Phil. Soc. 28, 538, 1932.
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Fig. 8 zu schen, wo als Abszisse die Energie an Stelle des Impulses genommen
worden ist. Hierzu mul man jedoch bemerken, dafl die experimentelle
Kenntnis des Verteilungsgesetzes

fir kleine. Energien . besonders

unsicher ist!). Ubrigens hat man

fir die verbotenen Ubergéinge auch

theoretisch Kurven zu erwarten,

die im Gebiet kleiner Energie ) . 4 b
tiefer liegen als die der Fig.2 s ;ig. 5. £l /e
und 8. Dieser letzte Punkt ist

besonders fiir den Fall der experimentell verhaltnismaflig gut bekannten
Kurve des RalE zu beachten. Aus der Tabelle 2 sieht man nimlich, da8
RaE einen sehr groBen tF (n,)-Wert hat; der f-Zerfall des RaE ist also
gewill verboten und wird sogar moglicherweise nur erst in zweiter Nahe-
rung erlaubt. Ich hoffe in einer nichsten Mitteilung etwas Genaueres
itber den Verlauf der Energieverteilungskurven fiir die verbotenen Uber-
ginge sagen zu kdnnen.

Zusammenfassend darf man wohl sagen, daf die Theorie in der hier
angegebenen Form in Ubereinstimmung mit den allerdings nieht immer
besonders genauen experimentellen Daten ist. Sollte man wbrigens auch
bei einem niheren Vergleich von Theorie und Erfahrung zu Widerspriichen
komrmen, so wire es noch moglich, die Theorie abzuindern, ohne ihre
begriftlichen Fundamente zu berithren. Man kénnte némlich Gleichung (9)
behalten und eine verschiedene Wahl der ¢, treffen. Dies konnte ins-
besondere zu einer Abdnderung der Auswahlregel (48) fithren und eine
andere Form der Energieverteilungskurve sowie der Abhingigkeit der
Lebensdauer von der maximalen Energie ergeben. Ob eine solche Ande-
rung notwendig sein wird, kann jedoch erst durch eine weitere Entwicklung
der Theorie und moglicherweise auch dureh eine Verschirfung der experi-
mentellen Daten gezeigt werden.

1) Vgl z.B. E. Rutherford, B. Ellis u. J. Chadwick, Radiations from
Radioactive Substances, Cambridge 1932. Siehe insbesondere S. 407.
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